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Introduction 

Soit Y une variete complexe projective lisse de dimension + 1 munie d'un faisceau 
inversible tres ample ; soit G N* ; soit C 'R^{Y,0{d)) I'ouvert parametrant (a 
la multiplication par un scalaire pres) les hypersurfaces projectives lisses de Y de classe 
Ci(C(c?)) ; soit F G definissant I'hypersurface Xp] et soit jp '■ Xp Y I'immersion 
fermee. Rappelons que la coliomologie evanescente de Xp est I'espace 

YL\Xp, C)ev = Ker (^7 : H'=(X^, C) ^ B^+\Y, C)), 

oil G {0, . . . , 2A^} et oil g designe I'application de Gysin, deduite de I'application ji?* : 
H2Ar_fc(Xi?, C) H2Ar_fc(F, C) par la dualite de Poincare. 

Le groupe 7ri(V'^,F) agit par monodromie sur H^(Xp',C). Cette action est decrite par 
la theorie de Lefsclietz : 

- pour k ^ N nous avons H'^(Xi?,C)ev = et la representation de monodromie de 
7ri(V'^,F) sur B^{XpX) est triviale ; 

- les espaces {Xp.'C)^^ et j^H^(F, C) sont en somme directe orthogonale pour la 
forme d'intersection ; la representation de monodromie de 7ri(V'^,-F) sur H^(Xj?,C) 
est somme directe de la representation triviale sur j^H^(F, C) et d'une representation 
irreductible sur H''^(Xi?, C)ev 

L'objectif de cet article est d'etendre ces resultats au cas d'une famille d'hypersurfaces 
lisses contenant un sous-schema fixe. 

Plus precisement, soit W d Y xm sous-schema ferme de dimension n defini par un 
faisceau d'ideaux 1^. Nous supposons I'ideal homogene Iw = ©igN ® 0{i)) en- 
gendre en degre strictement inferieur a un entier e. Soit V^lW) C I'espace parametrant 
les hypersurfaces lisses contenant W. Nous montrons d'abord 

Theoreme 1 Si N < 2n, pour tout d > e, I'espace V^lW) est vide. 

Supposons N > 2n. Bien siir, I'espace V^iW) pent encore etre vide (c'est le cas si W 
est trop singulier). Sinon, nous fixons F G V^lW) et nous etudions Paction de monodromie 
sur H^(Xi?,C) du groupe fondamental niiy^iW), F). 

Soit H{W) le sous-espace vectoriel de B.'^{Xp, C) engendre par jpR^^Y, C) et, lorsque 
N = 2n, par les classes des composantes irreductibles de W de dimension n. L'espace H{W) 
est 7ri(V'^(Vr), F)-invariant. De plus, par le theoreme d'indice de Hodge (c/. |Wj), la forme 
d'intersection restreinte a H{W) est non-degeneree (en effet, elle est non degeneree sur 
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H{W)n}l^{XF, C)cv C H"''^(X) d'une part, et sur j^H^(F, C) d'autre part). Comme Tac- 
tion de niiy^iW), F) preserve la forme d'intersection, nous avons I'egalite de 7ii{V'^{W), F)- 
modules B.^{Xf, C) = H(W) © H(W)^. Le theoreme principal est alors 

Theoreme 2 Si N > 2n, il existe une constante C G M.*^ qui ne depend que de Y , telle 
que pour tout d > Ce et pour tout F G V^iW) la representation de monodromie de 
niCV^iW), F) sur H(W)^ est irreductible. 

Une hypotliese sur Iw est necessaire : par exemple, si c? = 1 et si est contenu dans 
un seul hyperplan strict de Y d'equation F, la conclusion du theoreme El est fausse : nous 
avons V^iW) = C*{F} et la representation de monodromie de 7ri(V'^,F) sur B.^ {Xp,C) 
est triviale quelle que soit la dimension de W. En revanche, lorsque Iw est engendre en 
degre strictement inferieur a d, nous montrons que le fait que W soit contenu dans une 
hypersurface lisse de degre d est equivalent a une condition portant sur le lieu singulier de 
W ; nous en deduisons que si < 2n, I'espace V^iW) est vide (c'est-a dire le theoreme H}, 
et si > 2n, I'espace V^lW) est soit vide soit suffisamment gros (la proposition ^ donne 
un enonce precis). 

Dans le cas oil W est lisse, le theoreme El est vrai pour C = 1 ^ace a I'argument tres 
simple suivant, qui m'a ete communique par Voisin.^oit nw : Yw — > Y I'eclate de Y 
le long de W et soit Ew le diviseur exceptionnel de Yw- Le transforme strict Xw d'une 
hypersurface lisse X contenant W est une hypersurface lisse de Yw, isomorphe a I'eclate 
de X le long de W, de classe (i7r^Ci(Cy(l)) — ci{Ew)- Les sections du fibre de classe 
'^7r^Ci(Oy(l)) — Ci{Ew) sont en bijection avec B.^(Y,Xw ® 0{d)), done le fait que Iw est 
engendre en degre strictement inferieur a d implique que ce fibre est tres ample. L 'enonce 
resulte alors par le theoreme de Lefschetz difficile de I'irreductibilite^de la representation 
de monodromie de 7ri(V'^(M^)) sur la cohomologie evanescente de Xw- 

Malheureusement cette preuve ne s'etend pas au cas singulier. Supposons en effet que 
W possede un point singulier w qui n'est pas un point double ordinaire. Pour un pinceau 
generique n : X L, on L C PH°(F, X^y (g) 0{d)), il pent exister un point / G L tel que 
le schema X est singuher au point {w, I) et {w, I) n'est pas un point double ordinaire. La 
monodromie locale de 7ri(V'^ fl L) au voisinage de / ne verifie alors pas necessairement la 
formule de Picard-Lefschetz. Contrairement au cas oil W est lisse, il n'existe done pas en 
general d'eclatement Tlx '- ^ que la famille ti o nx '- X ^ L soit un pinceau de 

Lefschetz. Nous pensons cependant que le theoreme |21reste vrai avec C = 1 lorsque W est 
singulier. 

La motivation principale du theoreme El apparait dans son application a la theorie de 
Hodge. Rappelons que la conjecture de Hodge implique que pour tout F G V^, I'espace 
des classes de Hodge evanescentes Hdg(XF)gy = W^'''^{Xp) fl H^"'(X, Q)ev est engendre par 
la projection sur la cohomologie evanescente des classes des sous-varietes algebriques de 
Xp- Le lieu NLd = {F G \ RdgiXp)^^ ^ 0} oil cet enonce est non vide s'appelle le lieu 
de Noether-Lefschetz. Si d est assez grand c'est une reunion denombrable de sous-varietes 
algebriques strictes de V^- Nous montrons dans un autre article que pour d ^ une 
hypersurface generique appartenant a une composante de NL^ de dimension suffisamment 
grande verifie la conjecture de Hodge ci-dessus. Le theoreme El est un ingredient essentiel 
de la preuve. 
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La preuve du theoreme|21 repose sur la construction d'une filtration de la (co)homologie 
de Xp au voisinage de la degenerescence de Xp en la reunion de deux hypersurfaces lisses 
se coupant transversalement (proposition Ej). Notre demarche s'inspire de |G-H 2j et |Loj 
qui etudient le lieu de Noether-Lefschetz des surfaces de par une methode similaire. 
Contrairement aux filtrations etudiees habituellement, et notamment a la filtration par le 
poids etudiee par Clemens ^Ij, Schmid [Scj et Steenbrink [Si], notre filtration introduit 
une dissymetrie entre les hypersurfaces constituant la fibre singuliere. En particulier, la 
cohomologie evanescente de I'une des hypersurfaces n'est pas un sous-espace du gradue 
associe a notre filtration (mais en est seulement un sous-quotient) ; cette propriete est 
cruciale pour la demonstration du theoreme El 

La suite de la preuve du theoreme El est la suivante. Nous fixons i G N tel que e < i < d 
et nous etudions la (co)homologie de Xp au voisinage de sa degenerescence en Xa U Xk 
avec A G V*(iy) et K & V^"*. Nous exhibons une action naturelle de monodromie de 
Tii(y>'^~\ K) sur tons les gradues associes a la filtration de la (co)homologie de Xp que nous 
avons construite. Cette action se factorise par Taction de monodromie de 7ri(V'^(Vr), F). 
Sur tons les gradues sauf un les deux representations ont memes orbites et nous pouvons 
minorer les dimensions minimales des sous-representations dans ces gradues par les di- 
mensions des espaces de (co)homologie evanescente de Xk et de X^ H Xk, sur lesquelles 
Taction de 7ri(V'^~*, K) est irreductible. Pour decrire Taction de niiy^iW), F) sur le dernier 
gradue nous procedons par recurrence sur A^. Nous montrons ainsi que la dimension de 
la 7ri(V'^(iy), F)-representation de monodromie engendree par une classe de H{W)-^ est 
minoree par Thomologie evanescente d'une intersection complete lisse dans Xp d'hypersur- 
faces de degres i et d — i (proposition El). Nous concluons par des estimations numeriques 
de la dimension de ces espaces (proposition IH}, en faisant varier Tentier i. 

Remerciements. Je remercie Morihiko Saito pour sa lecture tres attentive de mon article. 
II m'a signale deux imprecisions, une dans la preuve du lemmelHlet une (plus serieuse) dans 
la section et m'a indique la reference jK-Aj qui simplifie la preuve de la proposition HI 
Cette version tient compte de ses remarques. D 'autre part, il a trouve une variante de la 
preuve du theoreme El qui ameliore notablement la borne C. Ce travail sera Tobjet d'un 
article commun, ecrit dans un langage beaucoup plus sophistique. 

1 Schemas contenus dans une hypersurface lisse de 
grand degre ; preuve du theoreme U 

1.1 Caracterisation intrinseque et proprietes 

Dans cette partie nous caracterisons les sous-schemas fermes W G Y contenus dans 
une hypersurface lisse suffisamment ample de Y par une condition portant uniquement 
sur le lieu singulier de W. Nous etabhssons ensuite un enonce de type Bertini pour la 
famille d'hypersurfaces contenant W et nous montrons que dans une intersection complete 
generique d'un nombre maximal d'hypersurfaces suffisamment amples contenant W la 
liaison de W est connexe et lisse. L'arbitre nous signale que ces resultats se trouvent 
partiellement demontres dans |K-Aj . et nous Ten remercions. 
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Plus precisement, posons J|y = H^(Y,I\y (g) Oy(«)) et notons Iw = ^^^^Ily I'ideal 
homogene definissant W dans Y ; soit e le plus petit entier tel que Iw est engendre en 
degre strictement inferieur a e. Soit enfin d un entier. Nous nous demandons a quelle 
condition sur W il existe une hypersurface lisse X C y de classe ci{0{d)) contenant W. 

Si c? < e le probleme n'a pas de solution simple, comme I'illustre le cas Y = P^^^, 
d = 1 : nous imposons seulement que W soit realisable comme un sous-schema de P^, ce 
qui autorise des singularites arbitraires, sauf la condition evidente que pour tout x & W 
I'espace tangent kW en x doit etre de dimension inferieure ou egale a N. Notons que dans 
ce cas le schema W pent etre contenu dans une seule hypersurface lisse. 

Si d > e — 1, c'est-a-dire si Iw est engendre en degre inferieur ou egal a d, Kleinman et 
Altman montrent qu'il existe une condition suffisante simple portant sur la dimension des 
espaces tangents a W pour qu'une hypersurface generique de classe Ci{0{d)) contenant W 
soit lisse. 

Si d > e, nous montrons ci-dessous que cette condition devient necessaire. Dans ce 
cas le fait que W soit contenu dans une hypersurface lisse de classe ci{0{d)) est done 
entierement determine par la dimension des espaces tangents a W, contrairement au cas 
d < e. 

Plus precisement, pour tout c G {0, . . . , N — n + 1} posons 

W^ = {xeW \ codim {T^W, T^Y) = c}, 

oil T^W designe I'espace tangent de Zariski k W en x : si Tw,x designe I'ideal de I'anneau 
local Oy,x et d la differentielle, alors T^W = f]^^^^^ Ker dqx- L'espace Wc est un ensemble 
algebrique localement ferme. 

Considerons les assertions suivantes, oil 6 est un entier. 

(a) // existe un entier d > 6 et une hypersurface lisse de Y de classe ci{0{d)) contenant 
W. 

(b) Pour tout cG {0, . . . , N — n + 1} nous avons dim Wc < c. 

(c) Nous avons N > 2n. De plus, pour tout r G {1,...,N — n + 1}, pour tout r- 
uplet (ei, . . . , Cr) d'entiers superieurs ou egaux a 5 et pour (Pi, . . . , P^) G ni=i 
generique, le r-uplet (Pi, . . . , P^) definit une intersection complete et le lieu singulier 
du schema Z{Pi, . . . , P^) est supports par W et est de dimension inferieure ou egale 
dr — 2 (par convention, le lieu singulier d'une variete lisse est de dimension —1). 

(d) Pour tout r G {1, . . . , N — n + 1} , r ^ N W, pour tout r-uplet (ei, . . . , e,.) d'en- 
tiers superieurs ou egaux a 5 et pour (Pi, . . . , P^) G 111=1 -^ly generique le schema 
Z{Pi, . . . , Pr) \ W est connexe et lisse. 

L'imphcation (c) =^ (a) est evidente. 

D'apres jK-Aj . nous avons (6) ^ (c) pour 5 > e — 1 et (6) ^ (d) pour 6 > e et 
r ^ N -n + 1. 

Proposition 1 Pour 6 > e, les assertions {a), (6) et (c) sont equivalentes et elles im- 
pliquent V assertion (d). 

L'imphcation (a) =^ (c) donne le theoremeQ 
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1.2 Preuve de la proposition [T] 

II suffit de montrer (a) =^ (b) et (b) =^ (d) pour r = N — n + 1. 



1.2.1 Preuve de (a) =^ (b) 

Soit X G Wc, soit L G H°(K, une forme lineaire ne s'annulant pas en x et soit U 

un voisinage de Zariski ouvert de x dans Wc tel que L ne s'annule pas sur U. En choisissant 
X G Wc dans une composante irreductible de dimension maximale de Wc nous pouvons 
supposer U de meme dimension que Wc. Posons 

E = Coker {TW\w. ^ TY^wJ^^- 

C'est un fibre vectoriel de rang c sur ?7. 

L'espace s'identifie canoniquement a {T^Y/T^Wy ; il est done engendre par les 
formes differentielles d^q oii q decrit I'ideal .j.. Get ideal est engendre en tant que Oy,x- 
module par les elements de la forme j^-q, on Q & Iw est un element homogene. L'espace 
H°(f/, E) est done engendre par I'image des applications d^'' : liy H°(?7, E),Q^d{§) 
oh i decrit N. Remarquons que d^'^Q s'annule en x si et seulement si I'hypersurface Xq 
est singuliere en x. 

Comme Iw est engendre en degre inferieur ou egal k 6 — 1, done k d — 1, I'image de 
d^A-^ dans H''([/, E) engendre le fibre E. Done I'image de d^''^ engendre les 1-jets de E, i.e. 
I'image de d^''^ engendre E et pour tout a; G -E les differentielles des elements de I'image 
de d^''^ qui s'annulent en x engendrent E^ <S)TxU'^ . En effet, si L' G H°(F, est une 

forme lineaire s'annulant en x et si Q G alors la section d^''^{QL') s'annule en x et 

dx{d^''^{QL')) = d^'^'^Q ® dx (7;) ; I'enonce resulte alors de ce que les d^''^~^Q engendrent 
E et les (77) engendrent T^U^ . 

Quitte a restreindre U nous pouvons le supposer trivial; l'espace H°(f/, -E) s'identifie 
alors aux fonctions algebriques de U dans C^. Par I'hypothese (a), il existe Q G tel 
que Xq est lisse. Comme la lissite est une propriete ouverte, pour Q & generique Xq 
est lisse; la fonction d^^'^Q ne s'annule nulle part sur U. L'assertion {b) resulte done par 
contraposee du lemme suivant applique a S = □ 

Lemme 1 Soit U une variete lisse de dimension superieure ou egale a c et un sous- 
espace de l'espace des fonctions algebriques de U dans qui engendre les 1-jets. Alors 
pour cr G S generique, le lieu a~"^(0) est non vide. 

Preuve. — Comme E engendre les 1-jets et que dimX > c, il existe (cr, x) G S x f/ tels 
que a{x) = et la differentielle d^a : T^U — > C'^ est surjective. 

Notons ev: S X [/ — > I'application (r, y) T{y) et posons 6 = ev~^(0). Nous avons 
(o", x) G O. Considerons alors le diagramme commutatif dont les lignes sont exactes 

T^U — T,,..S X U T^S 



dxcr 



da-.xev 



— ^ ^ ^ ^ 



oil tt: E X f/ — > E designe la projection. Par chasse au diagramme, la surjectivite de d^a 
implique que la restriction de d^^i-n a Ker d^^^ev = T^^x^ est surjective. □ 
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1.2.2 Preuve de (b) (rf) 

D'apres |K-Aj . pour (Pi, . . . , Pn-u) £ ^f=i^Iw generique le schema Z{Pi^ . . . , Pn-u) \ 
W est connexe et lisse. Fixons (Pi, . . . , P/v-n) comme ci-dessus, choisissons P^-n+i G 
-^ly posons Y' = Z{Pi, . . . , Pn-u) et X' = Y' n Z(P/v-n+i)- Nous devons montrer que 
pour P/v-n+i £ Iw~"^^ generique le schema X' \ W est connexe et hsse. 

Notons vr' : y —» Y' I'eclate deJY' le long de W, E' le diviseur exceptionnel et X' 
le transforme strict de X' . Ainsi X' est une^yper surf ace de Y' , isomorphe a I'eclate 
de X' le long de section du fibre C sur Y' de classe eAr_„+i7r *ci(Oy (1)) — Ci{E'). 
Comme les sections de C sont en bijection avec et que Iw est engendre en degre 

e — 1 < 6 < CN-n+i, le fibre C est tres ample. D'autre part, le schema F' \ £" ~ F' \ 1^ 
est connexe et lisse, de dimension n + 1 > 2 (puisque N — n + 1 ^ A^+1); le theoreme 
de Bertini classique (c/. par exemple jK-Aj ) implique alors que pour PAr-„+i G J^""+^ 
generique le schema X' \ {E' n X') ~ X' \ ly est irreductible et lisse, done connexe et lisse. 
□ 

2 Les resultats de monodromie 

2.1 Notations et rappels sur la theorie de Lefschetz 

Dans cette section nous rappelons des resultats dus essentiellement a Lefschetz (sauf 
le theoreme de Lefschetz difficile) et expliques en detail dans [Lj. Nous les utiliserons 
librement dans les parties 2 et 3. 

Le theoreme El affirme essentiellement I'irreductibilite d'une action de monodromie ; 
nous I'enongons pour I'homologie complexe, qui donne le resultat le plus fort ; nous nous 
plagons done dans ce cadre : sauf mention exphcite du contraire, tons les espaces d'ho- 
mologie consideres dans les parties 2 et 3 sont a coefficients complexes. 

2.1.1 Homologie primitive, evanescente, relative 

Homologie primitive. — Soit N un entier strictement positif et soit Y une variete projective 
lisse de dimension N + 1 munie d'un faisceau inversible tres ample C. Nous appelons 
homologie primitive de Y les espaces 



et nous posons hi(y)P™ = dimHi(F)P™. Nous avons li2N+2-i{Y)pnm = Hi(F)P"'^ = 
pour i e {0,. . .,N}. 

Homologie evanescente. — Soit X une hypersurface projective lisse de Y de classe Ci{C) 
et soit j : X ^ Y I'immersion fermee. Nous appellons homologie evanescente les espaces 




Coker (ci(/:) : H,+2(>^) ^ H,(r)) et 
Ker (ci(/:):H,(F)^H,_2(r)), 



H.(X) 
H.(X) 



cv 



cv 



Ker(j, :H,(X)^H,(r)) et 
Coker (j* : H,+2(n - H,(X)). 
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L'homologie evanescente de X depend a priori du plongement j : X ^Y. Cependant, 
si X definit un diviseur tres ample dans deux varietes lisses Y et Y', et s'il existe une 
variete lisse Z telle que Y G Z et Y' G Z sont des produits d'intersection de diviseurs tres 
amples, alors les homologies evanescentes de X pour les plongcmcnts X ^ Y et X ^ Y' 
coincident. Dans cet article, nous nous trouvons toujours dans ccttc situation. 

Nous avons Hi(X)ev = Hj(X)^^ = pour i e {0, . . . , 2A^} \ {N}. La forme d'inter- 
section induit un isomorphisme canonique Hjv(X)ev — Hjv(-'^)^^ ; nous notons hjv(-'^)ev la- 
dimension de cet espace. 

Homologie relative et homologie du complementaire. — Notons V C }i^{Y,jC) I'ouvert 
parametrant (a la multiplication par un scalaire pres) les hypersurfaces lisses de classe 
ci{C). Pour tout i e {0, . . . , 2N} nous avons les suites exactes de 7ri(>C)-modules 

H,+i(F)P™ ^ H,+i(r,X) H,(X)ev 0, (1) 
H,(X)- ^ H,+i(F \ X) ^ H,+i(F)pHm 0. (2) 

Ces suites exactes sont duales pour les formes d'intersection sur X et sur Y ; en particulier, 
nous avons des isomorphismes canoniques Hj_|_i(F, X) ~ H2Ar-i+i(F \ Xy. 

2.1.2 Monodromie 

Nous introduisons les notations suivantes. Si designe un ouvert de Y nous notons 
r* son complementaire, 5* son adherence et le bord de B^. Pour tout sous-espace Z 
de Y nous posons 5f = Z fl 5^, = Z fl 5*, Pf = Z n P* et Sf = Z n E^. Nous 
notons (3b,z '■ H,(5f ) — > H,(Z) le morphisme induit par I'immersion fermee — > Z et 
7b,z : H,(Z) — > H,(S^,Ef) la composee du morphisme rel : H,(Z) — > H,(Z, Pf ) avec 
I'isomorphisme d'excision H,(Z, Pf) H,(S^ , Ef). 

Soit C PH°(F, C) un pinceau de Lefschetz d' hypersurfaces de Y. Notons {Pi, . . . , Pr} C 
D ses points critiques : pour tout i e {1, . . . ,r} I'hypersurface associee a Pi possede un 
unique point double ordinaire note Xi. Posond D* — D \ {Pi, . . . , Pr} 

Nous fixons i G {1, . . . ,r}. Soit Bi un voisinage de Xi dans Y homcomorphc a une 
boule ouverte. D'apres la theorie de Morse, pour B^ assez petit, il existe un voisinage Di 
de Pi dans D homcomorphe a un disque fcrmc ct nc rencontrant pas les Pj, j ^ i tel 
que la famille de varietes a bord {Vf, Ef^) est topologiquement triviale pour X decrivant 
la famille d' hypersurfaces parametree par et que la famille B^ est topologiquement 
localement triviale pour X decrivant la famille d'hypersurfaces parametree par Di \ {Pi}. 

Soit Fi un point de \ {Pi} dcfinissant une hypersurface Xj C V : la variete Bf'^ est 
alors homcomorphe a un sous-fibre en boulcs ouvcrtcs de dimension N du fibre tangent a 
la sphere reelle et la variete E^"' est homcomorphe a un sous-fibre en spheres reelles 
de dimension A?" — 1 du fibre tangent a . L'espace Hiv(-Bf'') est done isomorphe a C 
et est engendre par la classe de I'image de la section nuUe, que nous notons 5f\ L'espace 
Hjv(fif \ Ef") est le dual de B.j^{Bf') pour la forme d'intersection, engendre par la classe 
d'une boule-fibre, qui done coupe transversalement la section nuUe. L'application 7Bj,x< 
est la transposee de (3Bi,Xi- 
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Nous posons 6i = Psi^xX^i ')• Soit Wi d Di \ Pi un lacet d'origine Fj faisant le tour de 
Pi et soit Qi G 'Ki{Di\P.i^ Fi) sa classe d'homotopie. La formule de Picard-Lefschetz affirme 
que pour tout A G HAr(Xj) nous avons 

gi{\) = A + e{\\5i)5i, avec e = 1 ou — 1. 

Soit F un point de D* definissant une hypersurface X ; pour tout i G {1, . . . ,r} soit 
Li C D* un chemin reliant F a Fj, induisant par transport plat un isomorphisme HAr(X) ~ 
HAr(Xj) ; nous appelons cyc/e evanecsent associe a Pi et nous notons abusivement 6i G 
Hjv(X) la preimage de 5j G H7v(-^i) et (^j G 7ii{D*,F) la classe d'homotopie du lacet 
L~^WiLi. La formule de Picard-Lefschetz implique alors que pour tout A G Hjv(X) et 
pour tout i G {1, . . . , r} nous avons gi{X) = A + e{X\6i)6i, avec e = 1 ou — 1. La theorie 
de Lefschetz affirme d'autre part 6i G H7v(Xj)ev et que I'homologie evanescente H7v(-^)ev 
est engendree par les cycles i G {1, . . . , r} et que ces cycles sont conjugues sous Taction 
de monodromie de 7ri(D*, F). Ceci implique que Faction de monodromie de ni{D*, F) sur 
Hjv(X)ev est irreductible. 

2.2 Quelques resultats de monodromie globale 

2.2.1 Monodromie du complementaire d'une hypersurface 

Nous adoptons les notation de la section E.1.21 Le groupe 7ri(V,F) agit par mono- 
dromie sur les suites exactes dl} et 0. Son action est triviale sur HAr+i(y)prim et sur 
HAr+i(y)P™ et elle est irreductible sur B.N{X)ev et sur B.^^XY''. La suite exacte ((H) 
montre que les seules classes vri(V, F)-invariantes dans B.N+i(y, X) sont celles appartenant 
a rel(Hjv+i(^)^'^™), et que toutes les autres classes engendrent une 7ri(V, F)-representation 
de dimension superieure ou egale a hjv(X)ev L'enonce analogue pour la suite exacte © 
est Fob jet de la proposition suivante. 

Proposition 2 Une classe non nulle A G H7v+i(^\X) engendre la tti{V , F)-representa- 
tion CA + tubeH7v(X)^^. 

Preuve. — Nous pouvons supposer F G D* ; il suffit alors de montrer le resultat pour 
7ri(D*,F) au lieu de 7ri(V,F) Nous fixons i G {1, . . . ,r}. Considerons la la suite exacte 
longue d'homologie relative du couple {Bf\Bi) : comme }iN+i{Bi) = H7v(-Bi) = 0, nous 
avons un isomorphisme bord^. : IiN+i{Bi, Pf') Hjv(i?f"'). Nous notons Af' la preimage 
de 6^' par bord^-. 

Soit f3Bi,Y,Xi '■ ^N+i{Bi, Pf') HAr+i(y,Xj) le morphisme induit par les inclusions 
Pi ^ Y et Pf' — ^ Xi (le morphisme f3Bi,Y,Xi est le transpose de 7_Bi,y\x : iiN+i{Y \ Xi) 

HAr+i(i?f ^^') pour la forme d'intersection). Nous notons Aj Fimage de Af' par 

f^BiXXi- Nous avons bordAj = 6i. 

Lemme 2 (Formule de Picard-Lefschetz pour le complementaire) Pour tout A G 
Hjv+i(F\Xj) nous avons 

gi{A) = A + £:(A|Aj)tube avec e = 1 on — 1. 
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Preuve. — Nous distiguons les cas 5j = et 5^ 7^ 0. 

Si 5j = alors tube 5j = ; nous devons done montrer gi = id. Considerons la 
suite exacte longue d'homologie relative du couple {B^ \Bi) : comme B.N+2(yBi) = 
HAr+i(_Bj) = et grace a risomorphisme de Thorn B.N+2{Bi, bJ"^^^) ~ RNiBf'), nous 
avons un isomorphisme tube^^ : B.f^{Bf^) — > H7v+i(-Bj^^'^')- Comme I'espace B.N{Bf^) 
est engendre par I'espace Hjv+i(i?j^^"^*) est done engendre par tube^. Or nous 
avons /?B^,y\x, (tubes, (5f')) = tuhe{(3Bi,xX^i^')) = tube((5i) = ; le morphisme f3B„Y\x, '■ 
H7v+i(-Bf ^^') HAr+i(F\Xj) est done nul. Le morphisme rel : B.N+i{Y\Xi) H7v+i(F\ 
XijB^'^^") est done injectif; en le composant avec 1' isomorphisme d'excision Hjv+i(^ \ 
Xi, B^^^') Y{nj^i{T^^'^\ ^"^'), nous obtenons un morphisme injectif HN+iiX \ Xi) — > 
HAr+i(rf T^^^'). Le lemme resulte alors de ce que la famille de varietes a bord (rf Sf ^^') 
est topologiquement triviale pour Xt decrivant la famille d'hypersurfaces parametree par 

A. 

Si 5i 7^ 0, le morphisme PBi,Xi '■ Hn^B- ') — > HAr(Xj) est injectif, et comme bord^- : 
}iN^i{Bi, Bf') — >• }iN{Bf^) est un isomorphisme, le morphisme compose (3Bi,Xi ° bordj^ : 
}iN+i{Bi, Bf') HAr(Xj) est injectif. Nous avons i3b,,x, o bord^, = bord o /^^^ y^, ; 
le morphisme transpose est done le morphisme surjectif 7B.,y\Xi ° tube : B.iy{Xi) 

Rn+i{bJ'^^\T.J'^^'). En particulier, le noyau de 7B„y\x, : B.N+i{Y\Xi) Hjv+i(5f ^^') 
et I'image de tube : B.iy{Xi) — > B.n+i{Y \ Xi) engendrent Rjy+iiY \ Xi) : pour tout 
A G B.]\f+i(Y \ Xi) il existe G Ker jBiXXXi et A G Hjv(Xj) tels que A = A^ + tube A. 
Comme la classe A^ est a support dans rj^^^% elle n'intersecte pas Aj, et comme la 
famille (Lj *) est topologiquement triviale pour Xt decrivant la famille d'hypersurfaces 
parametree par Di , la classe A^ est gfj-invariante ; la formule du lemme est done vraie pour 
A^. D'autre part, comme bord Aj = 6i et que bord est la transposee de tube, la formule du 
lemme pour tube A resulte immediatement de la formule de Picard-Lefschetz usuelle. □ 

Remarque. — II existe une formule duale pour I'homologie relative : pour tout A G 
B.]\f+i(Y, Xi) et nous avons (?i(A) = A + e{\ \ tube5j) Aj avec e = 1 ou —1. 

Fin de la preuve de la proposition\B — Soit A G H]\f^i{Y \ X)\ {0}. 

Pour tout i G {l,...,r} nous notons abusivement Aj G B.N(y,X) la preimage de 
Aj G B.N(Y,Xi) par transport plat le long du chemin Lj. D'apres |3, proposition 2.27, 
les cycles Aj, i G {1, . . . , r} engendrent H7v+i(^, X). Comme la forme d'intersection induit 
une dualite parfaite Hjv+i(V', X) ^ Hjv+i(V' \ X)"^ , il existe done un entier i G {1, . . . ,r} 
tel que (A | Aj) 7^ 0. D'apres la formule de Picard-Lefschetz pour le complementaire, nous 
avons alors tube 5j = (a|A ) (^^(^) ■~^) i classe tube 5j appartient done a la representation 
engendree par A. 

Comme Taction de 7ri(D*,F) sur HAr(X)ev est irreductible et commute avec I'applica- 
tion tube, la 7ri(D*, F)-representation engendree par A contient tube Hjv(X)'^^. La propo- 
sition |21 resulte alors de ce que I'espace CA + tubeHAr(X)°^ est ni^D*, F)-invariant. □ 

2.2.2 Etude de H^(X \ {Xk \ Ck)) 

Dans cette section nous montrons un resultat preliminaire qui decrit I'homologie d'une 
variete intervenant dans la proposition HI II sert dans les sections |2I2ISlet ESI 011 nous nous 



9 



trouverons dans Tune des situations decrites ci-dessous. 

Situation generale fsections \2.'A et \3. ^) — Soient N, d et e des entiers strictement positifs 
tels que > 2 et e < (i, et soit Y une variete projective lisse de dimension munie d'un 
faisceau inversible tres ample Pour tout i G N* et 5 G ii^{Y, 0{i)) \ {0} nous notons 

Xs I'hypersurface associee et js '■ Xs Y I'immersion fermee. Si Xa, Xk et Xq sont des 
hypersurfaces de F, nous posons Xa,k = Xa^iXk et Xa,k,q = XAriXxriXq ; nous notons 

jA,K '■ ^A,K — ^ Xa, 3a[k,q '■ -^A,K,Q — ^ Xa,k, 3a,k,q '■ Xa,k,q — ^ ^A, 3 A,K '■ Xa,k ^ Y et 
3a,k,q '■ Xa^k,q y les immersions fermees. 

'Pixons 'a G R\Y,0{i)) \ {0} tel que Xa est lisse. Notons V* C H°(y,0(i)), et 
"^V* C }l^{XA,0{i)) les ouverts parametrant (a la multiplication par un scalaire pres) 
les hypersurfaces lisses de Y et de Xa de classe Ci{0{i)). Fixons ensuite Q G H°(F, 0{d)) 
en intersection complete avec A. Notons V^g C H.^{Y,0{i)) I'espace des elements K en 
intersection complete avec A et Q et tels que les varietes Xk, Xa,k et Xa,k,q sont lisses. 
Notons ^Vq C H°(Xa, I'espace des elements K en intersection complete avec Q\Xa 

tels que les varietes Xa,k et Xa,k,q sont lisses. Remarquons que les espaces g et "^Vg 
sont non vides si et seulement si la variete Xa,q a au plus des singularites isolees. Le 
morphisme de restriction ^ip^ : H°(y', 0{i)) H°(X^, 0{i)) envoie V^g sur ^VQnlm^ip\ 

Situation particuliere (section \2.2.'J\} . — Soit d un entier strictement positif, soit S une 
surface projective lisse munie d'un faisceau inversible tres ample 0{1) et soit C une courbe 
reduite de 5*. Pour tout K G Yi^{S,0{d)) \ {0} notons Sk la courbe associee, posons 
Ck = Sk n C et notons Jk '■ Ck C I'immersion fermee. Notons V C ¥P{S,0{d)) 
I'ouvert parametrant (a la multiplication par un scalaire pres) les courbes lisses de S de 
classe Ci{0{d)) et Vc C V I'ouvert des elements K tels que le schema Ck est lisse de 
dimension 0. 

Remarquons que si nous posons S = Xa, la situation generale dans le cas N = 2 permet 
de retrouver la situation particuliere avec I'hypothese supplement aire que la courbe C est 
de classe ci{0{d)). 

Nous nous plagons soit dans la situation particuliere et fixons K & Vc, soit dans la 
situation generale et fixons K G ^Vq~^. Le lemme El ci-dessous emprunte ses notations a 
la situation particuliere ; il est encore vrai dans la situation generale avec les notations 
•S" = Xa, C = Xa,q, Sk = Xa,k, Ck = Xa,k,q, V = ^V'^"'^ et Vc = ^^q~^- 

Lemme 3 Pour tout z G N nous avons le diagramme suivant de 7ri(Vc, K)-modules. II est 
commutatif et ses lignes sont des suites exactes. 




Hi(C) 

</- 

^ H,(5 \ Sk) ^ H,(5 \ (Sk \ Ck)) H,_2(C;,) 

ouv bord 

R,{S) H,(5 \ {Sk \ Ck)) ^ ^^-l{SK, Ck) ^ ^^+l{S). 

Les fleches a, v et cj) sont induites par les immersions. Les fleches et u sont definies 
dans la preuve. Si h.i{SK)cv 7^ alors Im (0) fl Im (a) = 0. 
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Dessin 1 Exemples de cycles de B.n{S \ {Sk \ Ck)) ■ A G a{B.N{S \ Sk)), ft G 
«(H^_i(5k,Cx)) 



Le dessin [T] donne des exemples de cycles de HAr(S' \ {Sk \ Ck))- 

Preuve. — Les lignes du diagramme se deduisent des suites exactes longues d'homologie 
relative des couples 

- (5* \ {Sk \ Ck), S \ Sk) pour la premiere ligne et 

- {S, S \ {Sk \ Ck)) pour la seconde ligne. 
Nous devons montrer les assertions suivantes. 

1. Nous avons des isomorphismes de 7ri(Vc, -ft')-modules B.i{S \ {Sk \ Ck), S \ Sk) — 
Hi-2(C'_ft:) et le triangle du diagramme est commutatif. 

2. Nous avons des isomorphismes de 7ri(Vc, -f^)-niodules Hj+i(S', S* \ {Sk \ Ck)) — 
Hj_i(5'ii', Cx) et le rectangle de droite du diagramme est commutatif (la commu- 
tativite du rectangle de gauche est evidente). 

3. La premiere ligne est exacte a gauche et a droite, autrement dit les morphismes de 
haison Hj_2(C_ft') — > Hj_i(S' \ Sk) sont nuls; nous distinguons les cas 

(a) i < dim S et 

(b) i > dim 5*. 

4. Si hi(5'x)cv 7^ alors Im (0) n Im {a) = 0. 

Comme les varietes Sk et Ck sont lisses et que la variete C est lisse au voisinage de 
Ck, il existe des voisinages tubulaires ouverts Vk de Ck dans S, Uk de Ck dans C et 
Tk de Sk dans S tels que Uk = C HVk = C H Tk {cf. dessin H}. La construction de ces 
voisinages tubulaires pour C et Sk s'etend a une famille parametree par Vc, ce qui assure 
la compatibilite des constructions ci-dessous avec Taction de ni{Vc,K). 

Preuve de Vassertion\^ — Remarquons que Vk \ {Sk H Vk) se retracte par deformation 
sur Uk \ Ck- Par excision, retraction et isomorphisme de Thom nous avons alors les 
isomorphismes successifs 



n,{S\{SK\CK),S\SK) 



MVk \ {{Sk \ Ck) n Vk), Vk \ {Sk n Vk)) 

YL0k,Uk\Ck) 

Hi-2(C'_ft:)- 
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La commutativite du triangle du diagramme s'obtient en prenant Timage reciproque de 
ces isomorphismes dans Hj(C, C \ Ck) et en observant que le morphisme (j^)* • Hj(C) 
H.-2(Ci^) se factorise par Hi(C, C\Ck)^ H,([/x, Uk \ Ck). 

Preuve de l'assertion\^ — Comparons la suite exacte longue d'homologie relative du 
couple (S'x, Ck) a celle du triplet (5, S* \ {Sk \ Ck), S\Sk) '■ pour tout j G N nous avons 
des isomorphismes de Thom B.j_2{SK) — Hj(S', S \ Sk), et, par rassertion[Tl B.j{S \ {Sk \ 
Ck), S \ Sk) — Hj_2(Cx)- D'autre part, la projection naturelle hk '■ Tk — > Sk induit le 
morphisme 

B,^i{Sk, Ck) ^ H,+i(T;,, Tk \ {Sk \ Ck)) ^ H,+i(5, S^SkX Ck)) 

oh le dernier isomorphisme est I'excision. L'isomorphisme Hi+i(5', S\{Sk\Ck)) — Hi_i(S'x, Ck) 
resulte alors du "lemme des 5" . 

Le rectangle de droite du diagramme est commutatif par cette construction. □ 

Preuve de rassertion{^ — Par la suite exacte longue d'homologie relative du couple 
(5* \ {Sk \ Ck), S \ Sk) L assertion IHal est equivalente a I'injectivite de a : Hj_i(S' \ Sk) — > 
Hi-i(S' \ {Sk \ Ck)) pour i — I < dimS'; il suffit done de montrer que le morphisme 
ouv = V o a : Hj_i(S' \ Sk) Hj_i(S') est injectif, ce qui resulte de ce que son noyau 
Hi_2(5'i4')''^ est nul pour i < dim 5*. □ 

Preuve de l'assertion\^ — Dans la situation particuliere nous avons dim 5* = 2 et 
dimCK = 0, done B.i^2{CK) = pour i > dim 5* et Lassertion |3B1 est vraie. Nous nous 
plagons done dans la situation generale. 

Par construction, les morphismes de liaison Hj_2(C'ft:) iii-i{S \ Sk) se factorisent 

par 

H._2(Cx)*^ MUk, Uk \ Ck) H,(S \ {Sk \ Ck), S \ Sk) 



H,;-2(5 



, thorn 




Hi(Tft-, Tk \ Sk) 

bord 



Hj(S', S \ Sk) 



bord 



Hi-i(5' \ Sk) 

oh les fleches non nommees sont induites par les immersions. L'assertion|3blest equivalente 
a ce que I'image de Hj_2(Cx) ^ Hj_2(5'x) est incluse dans le noyau de Hj_2(5'i^) -^^^ 
Hi-i(S' \ Sk)- 

Or d'une part nous avons 

Ker (H,_2(5i^) ^ H,_i(5 \ Sk)) = Ker {R,^2{Sk) ^ H,_2(5x)^^) ; 

d'autre part, comme C C S* est tres ample, de classe un multiple rationnel de Ci{C), pour 
i > dimS* I'application de restriction Hj(S'x) — > Hj_2(C*_ft:) est surjective et nous avons 

Coker(H,_2(C^) ^ H,_2(5x)) = Coker(H,(5K) H,_2(5x)) = H,_2(5i^)P™. 

L'assertion IsHl resulte alors de ce que Hj_2(S'x)'^^ est un quotient de Hj_2(5'x)^"™- n 
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Preuve de l'assertion\^ 



EUe se deduit de I'etude de Taction de monodromie vri(Vc, K) 



sur la premiere ligne du diagramme. La variete Vc est alors un ouvert de Zariski non vide 
de V, le morphisme 7ri(Vc, K) — > 7ri(V, K) est done surjectif. Comme il factorise Taction de 
TiiiVcK) sur Hj(S'\5'x), d'apres la proposition El si h.i{SK)cv 7^ 0, Tespace Hj(5'\S'x) n'a 
pas de classes 7ri(Vc, -f^)-invariantes. Comme le morphisme a est injectif, Tespace Im (a) 
n'a done pas de classes 7ri(Vc, -f^)-invariantes. Or Tespace Im (0) est 7ri(Vc, -ft")-invariant, 
ce qui implique T assert ion HJ □ 

2.2.3 Cas des surfaces 

Dans cette section nous nous plagons dans la situation particuliere de la section 12.2.21 
Nous faisons Thypothese supplementaire d> 2. Pour toute partie -E C H2(5' \ {Sk \ Cr)) 
nous notons H{E) C H2(5' \ {Sk \ Ck)) la vri(Vc, -ft')-representation engendree par E. 

Proposition 3 Pour tout A G H2(S'\(S'/f \Ci^))\Im (0) nous avons dimif(A) > \ii{Sk)cv 

Preuve. — Nous supposons hj(S'x)ev 7^ et nous etudions le comportement de la classe 
A dans le diagramme du lemme El 

Si A G Im (a) + Im (0), nous ecrivons A = + p avec /i G H2(S' \ Sk) et z/ G Im (0). 
Comme a et sont des morphismes de 7ri(Vc, -f^)-niodules et que leurs images sont en 
somme directe, nous avons i^(A) = ©if(z/). Comme A ^ Im (0), nous avons 7^ 0. 

D'apres la proposition El la classe /i engendre une 7ri(Vc, -ft')-representation de dimension 
superieure ou egale a hi(S'x)'^^ (comme dans la preuve de Tassertion jUde la section I?. 2. 2|1 ; 
comme a est injectif, nous avons dim H{a{fi)) > h.i{SK)ev, done dim H{X) > hi(5'i^)cv 

Nous supposons A ^ Im (a) + Im (0) et posons '0(A) = XlzeCA-^-^W' ^^^'^ '^•^ ^ 
Comme le triangle du diagramme du lemme El est commutatif, il existe des points x G Ck 
et y E Ck appartenant a la meme composante irreductible C" C C et tels que rj^ ^ rjy. 
Comme niiVciK) se surjecte sur le produit des groupes de permutations des points de 
Ck appartenant a une meme composante irreductible de C {of. |A-C-G-H| . p. Ill pour 
le cas oil C est irreductible; le cas general se demontre de la meme maniere), il existe un 
element g G ni{yc,K) dont Taction sur Rq^Ck) permute x et y et laisse fixe les autres 
points de Ck- Nous avons done 



D'apres la seconde ligne du diagramme du lemmeEl il existe done une classe G 111(5*^:, Ck) 
telle que u{fi) = A'. Comme Taction de HiiVcK) sur Timage de H3(S') dans Hi(5'x,C*x) 
est triviale, son intersection avec Timage de Hi(5'i^)ev dans }Ii{Sk,Ck) est nuUe; la re- 
striction de M a Timage de B.i{SK)ev est done injective. II suffit done de montrer que la 
7ri(Vc, -^)-representation engendree par /i dans B.i{Sk,Ck) contient Timage de B.i{SK)ev 





\Vy-Vx J Vy-Vx 
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Dessin 2 k eVo\{{VuQ)r\Vo), p eVf\Vo,Q e Qr]Vo,0 = vr]Qr]Vo 



Comme le rectangle de droite du diagramme du lemme El est commutatif, le bord de 
dans Ho(C/^) s'identifie a ip{u{fi)) = [x] — [y] : c'est un element de Ho(C^) C RqICk), ou 
nous avons pose C'j^ = C (1 Sk- La classe /i appartient done au sous-espace B.i{Sk,C'j^) 
de B.i{Sk,Ck)- La proposition IHl resulte done du lemme suivant, applique k C = C. □ 

Lemme 4 Supposons la courbe C irreductible. Soient x ety des points distincts de Ck et 
soit n G Hi(S'i4', Ci^) une classe ayant pour bord [x] — [y] G B.o{Ck)- Alors la niiVcK)- 
representation engendree par fi contient Vimage de }1i{Sk)cv dans Y^i^SkjCk)- 

Preuve. — Notons V I'liypersurface parametrant les courbes Sl, L G H°(S', 0{d)) sin- 
gulieres et Q I'liypersurface parametrant les courbes Sl qui ne rencontrent pas C transver- 
salement. Nous avons Vc = H°(S', 0{d))\ {VUQ). La preuve du lemme El repose sur I'etude 
de la monodromie locale de i^iiVc, K) sur Hi(S'/^, Cx)ev au voisinage d'un point (generique) 
de P n Q. 

Plus precisement, soit G C un point lisse. Comme > 2, il existe un point O G Vr\Q 
tel que 

- zq est un point double ordinaire de So et So \ {zo} est lisse; 

- Zq est un point de multiplicite 2 de Co et Co \ {^0} est lisse. 

Nous utilisons les notations de la section 12.1.21 D'apres la theorie de Morse, il existe un 
ouvert diffeomorphe a une boule ouverte Bo de centre zq dans S et une boule ouverte Vo 
de centre Kq dans H°(S', 0{d)) tels que 

1. I'hypersurface V fl Vq C Vo est lisse et 

- pour tout L G VCiVo la variete Bq^ est diffeomorphe a la reunion de deux disques 
qui se coupent transversalement en I'unique point singulier zl de Sl', chaque disque 
contient un point de distinct de zl pour L ^ O \ 

- pour tout L G Vo \ ('^ H Vq) la variete B^ est diffeomorphe a un cylindre ; 

2. I'hypersurface Q fl Vq C Vq est lisse, rencontre I'hypersurface V fl Vo uniquement 
en O et 

- pour tout L G Q n Vo le schema B'^^ est un point double ; 

- pour tout L G Vq \ (Q H Vq) le schema est la reunion de deux points lisses ; 

3. les varietes ULefo ULefo "^o^ lisses; 

4. les families de varietes a bord (F^^, IlQ^)igx)o (Lq^, SQ^)igx)o ^ont topologique- 
ment triviales. 

Le dessin El represente les quatre types de surfaces parametrees par Vo- 
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Comme Vc est connexe et que 7ri(Vc, K) se surjecte sur le groupe de permutations des 
points de Ck, il suffit de montrer le lemme El pour n'importe quel K E Vc n'importe 
quel couple de points dictincts de Ck '■ nous supposons K G Dq et {x,y} = Bq'^ . Le 



dont le bord est [x] — [y]. 

Preuve. — Fixons P G P fl Vq \ {O}. Comme le point singulier zp de Sp n'appartient 
pas a C, il existe un ouvert diffeomorphe a une boule ouverte Bp C Bp de centre zp qui 
ne rencontre pas C, tel que la variete Bp'' est diffeomorphe a la reunion de deux disques 
se coupant transversalement en zp. D'apres la theorie de Morse, il existe un disque Pp de 
centre P dans Vq \ (Q H Vq) qui ne rencontre V qu'en P, et tel que la variete UlgDp -^p^ 
est lisse et la famille de varietes a bord (Fp^, Sp^)^,^©^ est topologiquement triviale (c/. 
dessin HI . 

Sans perdre en generalite, nous supposons K G Vp \ {P}, en prenant pour x et y les 
deux points de Ck n Bp- Comme les families (i?^^ \ bP^)l^x>p et (-B^^ \ -Bp^)LgDp sont 
topologiquement triviales, I'espace Bo'^XBp'' est homeomorphe a Bq°\bI° qui s'identifie 
a la reunion disjointe de deux cylindres contenant cliacun un point de Cq- Done Bq^ \ Bp'^ 
est homeomorphe a la reunion disjointe de deux sous- cylindres du cylindre Bq'^ contenant 
Fun le point x et I'autre le point y et separes par le sous-cylindre Bp'^ [of. dessinsEletE}. 
L'image u^P'^p de v dans Hi(i?p^, Sp^) est alors la classe d'une generatrice du cylindre 



La formule de Picard-Lefschetz pour B.i{Sk) s'etend a B.i{Sk,Ck) '■ pour tout A G 
B.i{Sk,Ck), si A^^'^^ designe l'image de A dans Hi(i?p^, Ep^), si Ap designe l'image de 
6p dans B.i{Sk,Ck), et si gs G niiVcK) est la classe d'un lacet d'origine K faisant le 
tour de P dans T>p, bien definie au signe pres, nous avons 



{Preuve : comme Fp^ est connexe par arcs et contient Ck, le cycle A est la somme d'un 
cycle dans l'image de Hi(Fp^,Cii-) et d'un cycle dans rel(Hi(S'if)). Le premier cycle est 
gfp-invariant et pour le second la formule ci-dessus resulte directement de la formule de 
Picard-Lefschetz usuelle.) 

En particulier, nous avons gp{v) — v = eAp avec 5 = 1 ou —1. Mais Ap appartient a 
l'image de Hi(S'i^)ev \ {0}, et comme Taction de 7ri(Vc, -ft') sur Hi(S'i^)ev est irreductible, 
la 7ri(Vc, -ft')-representation engendree par v contient l'image de Hi(S'/f)ev n 

Sous-lemme 2 Pour tout \i G ^\(Sk-,Ck), H existe une classe v G H{ii) a support dans 
Bq'^ dont le bord est [x] — [y]. 

Preuve. — II existe un espace diffeomorphe a un disque Vq C Vq \ (VnVo) qui contient 
K, rencontre Q en un unique point Q, et tel que la variete ULeCg -^o^ lisse. Soit 
9q £ T^i(yc,K) la classe d'un lacet Tq d'origine K faisant le tour de Q dans Vq, bien 
definie au signe pres. 





<7p(A)-A = e(A^-^-,5^0A 



avec 



e = 



1 ou — 1. 
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Dessin 3 Monodromies Dessin 4 Vq vu de haut Dessin 5 Vq vu de O 

Nous etudions d'abord I'action de monodromie de gq sur B.o{Ck)- Comme la variete 
UiepQ revetement double lisse de Vq, ramifie en Q, la variete Uierg 

un revetement double connexe de Tq. Nous avons done 5'q([x] — [|/]) = [y] — [x] (nous 
pouvons aussi deduire cette egalite de la formule de Picard-Lefsclietz appliquee a [x] — [y], 
en remarquant que [x] — [y] est le cycle evanescent). 

Nous etudions ensuite Faction de gq sur B.i{Sk,Ck)- Nous posons u = ^ ^^^^^ {cf. 
dessin O}. Alors 

bord(.) = bord (^^i^Mll^ = M-^Q(bordM) ^ [x] - [y] - gM - [y]) ^ _ 

D'autre part, Faction de gq laisse invariante Fimage de fi dans B.i{Sk,Bq''' U Ck)', le 
cycle u = ^ ^^^^^ appartient done a Fimage de Hi(_Bq^, {x,y}) dans B.i{Sk,Ck)- Comme 
u G H{fi), ceci aclieve la preuve du sous-lemme |21 □ 

Remarque sur le lemme ^ — Les hypersurfaces V fl Vq et Q fl T>o ne se coupent pas 
transversalement, un calcul direct montre en effet qu'elles sont tangentes. Ceci explique 
que les actions de et gq ne commutent pas. Plus precisement, nous pouvons montrer que 
pour un clioix convenable de gp et gq, le groupe 7ii(Vo, K) est le groupe libre engendre par 
gp et gq quotiente par la relation {gpgqY = {gqgpY (le dessin El represente alors Finter- 
section de Vq avec une petite sphere de centre O). Sa representation de monodromie sur 
Hi (5*7^, Ck) passe au quotient par la relation supplement aire (^q = 1 et la representantion 
quotient est fidele. Ceci mene a une autre preuve du lemme El qui n'est pas plus simple. 

Remarque sur la proposition^^ — La proposition El reste vraie dans la situation generale 
de la section 12.2.21 La preuve est identique a celle de la situation particuliere (il faut rem- 
placer le cycle [x] — [y] par une sphere evanescente), sauf pour la surjectivite de 7ri(Vc, K) 
sur le produit des groupes de permutations des points de Ck appartenant a une meme 
composante irreductible de C qui doit etre remplacee pour N > 2 par Firreductibilite de 
Faction de monodromie de 71i{^Vq^~'^ , K) sur H7v-2(ArA,x,Q/Im (j^'^g)*), qui est fausse 

pour iV = 2 et penible a demontrer pour N > 2. Enoncer la proposition IHl pour la situation 
generale ne simplifie pas la preuve du theoreme El; nous avons done choisi de Fenoncer 
pour la situation particuliere qui privilegie Fintuition geometrique. 
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2.3 Monodromie locale d'une famille d'hypersurfaces au voisi- 
nage d'une degenerescence en la reunion de deux hypersur- 
faces 

Nous nous plagons dans la situation generale de le section 12.2.21 Nous fixons A E 
et Q E PH°(y, 0{d)) tels que Xa,q a au plus des singularites isolees si bien que V^q est 
non vide. 



2.3.1 La filtration dissymetrique 

Comme pour tout K e V17q la sous-variete de F x definie par 1 'equation AK + tQ = 
0, t G P^ est lisse pour t 7^ 0, pour t G P^ generique I'hypersurface XAK+tQ est lisse. Soit 
Pk le plus petit reel (eventuellement infini) tel que si A C C est un disque ouvert de rayon 
Pk et de centre 0, alors pour tout t G A\ {0} I'hypersurface Xak+iq est lisse. Nous posons 

Ua,q = {Ke vXq I PK > 1} 

si bien que pour tout K G 1^a,q I'hypersurface Xak+q est lisse. L'application continue 
Ua,q V^, K ^ AK+Q induit un morphisme de groupes ni(UA,Q, K) vri(V'^, AK+Q) ; 
le groupe 71i(Ua,q, K) agit done par monodromie sur Rn^Xak+q)- 

Proposition 4 Pour tout K G Ua.q nous avons le diagramme suivant, dont la ligne et 
les colonnes sont des suites exactes de niiUA^g, K) -modules. 







HAr(X^ \ Xa,k) 







prim 



rel 



^ }1n{Xa \ {Xa,k \ Xa,k,q)) ^ > }1n{Xak+q) ^^>^ Hjv(Xj^, Xa,k) 



iiN-2{XA,K, 



Q) 







bord 
HAr_i(X^ i^) 







// existe done une filtration F,}1n{Xak+q) de Tri{UA,Q, K) -modules verifiant 

1. Fi]1n{Xak+q) = Hjv(X^ \ Xa,k) 

2. F2/ FiRi^ {Xak+q) = ^n-2{Xa,k,q) ; 

3. F'i/ F2E.N {Xak+q) = HAr(X/^)P™; 

4- Fi/F3B.N{XAK+Q) = ^N-l{XA,K)ev ; 
et F4B.]^{Xak+q) = HAr(X^i^_|_Q). 
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De plus, les diagrammes suivants sont commutatifs. 




(3) 



^AK+Q 



Ik 



rel 



(4) 



^n{Xak+q) — ^ ^n{Xk-, Xa,k) 



Remarque. — Nous pouvons decomposer Yi]^{XA\XA,K) grace a la suite exacte 0- Nous 
obtenons alors une filtration a 5 termes de Y{]^{Xak+q) dont les quotients successifs sont 



H 



N-l 



A) prim? 



^N-2{Xa,K,q), ^n{XkY"^ , HiV-l(Xyl^ii')ev 



La forme d'intersection induit un isomorphisme HAr(XAx+Q) — ^n{,Xak+q)^ la filtration 
duale de la filtration ci-dessus est obtenue en permutant A et K. 



2.3.2 Preuve de la proposition HI : etude d'une famille semistable 

Nous fixons K G 1^a,q et nous montrons I'existence, I'exactitude et la commutativite 
des diagrammes donnes par la proposition HI; la compatibilite avec Taction de tti(Ua,q, K) 
s'obtient en mettant notre construction en families pour K parcourant Ua.q- 

Soit A" C F X A la variete definie par 1 'equation AK + tQ = 0, t & A. Pour = 1 
la variete X est lisse. Pour N > 2 elle est singuliere exactement en Xa,k,q x {0} (et c'est 
une singularite ordinaire). Nous desingularisons la variete X en imitant (et en simplifiant) 
une construction de |G-H 2j . section 2a, qui traite le cas Y = F^. 

Soit A" I'eclate de X en I'ideal {K,Q). Remarquons que I'ideal {K,Q) est localement 
principal en dehors du lieu Xa,k,q x {0} ; la projection p : X X induit done un 
isomorphisme X \ p~^{Xa,k,q x {0}) ^ \ {Xa,k,q x {0}). Nous pouvons decrire X plus 
explicitement si nous munissons le fibre en droites projectives P = P{0{d — e) © 0{d)) 
au-dessus de Y de coordonnees homogenes {U, V) : la variete X est alors la sous-variete 
de P X A definie parjes equations KV + QU = et AU — tV = 0. _ 

Nous notons vr : — > A la projection naturelle et, pour tout t & A, Xf la fibre en t de 
TT. Les assertions suivantes sont alors des consequences immediates de la description de X 
ci-dessus ; elles affirment que la famille tt : A" — > A est semi-stable. 

1. La variete X est lisse. 

2. Pour tout t G A\{0} la variete Xt est canoniquement isomorphe a Xak+iq, en 
particulier elle est lisse. 
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3. La variete Xq est la reunion des varietes Xa, definie comme I'eclate de Xa le long 
de Xa,k,q (plongee dans P x A par les equations t = 0, A = 0, KV + QU = 0), et 
Xk (plongee dans P x A par les equations t = 0, U = 0, K = 0). Ces varietes sont 
lisses, se coupent transversalement et leur intersection est canoniquement isomorphe 
a Xa,k- 

Nous notons s : Xa,k rimmersion fermee definie par TassertionlSl 

La preuve de la proposition HI repose sur les lemmes El El et |H1 ci-dessous. 
Lemme 5 Pour tout t G A \ {0} nous avons une suite exacte longue 

R,+,{Xk,Xa,k)^}1^{Xa \ s{XA,K))^'^^^{^tf^'^^i^K,XA,K)^R,_,{XA \ s{Xa,k)). 

De plus, les diagrammes suivants sont commutatifs : 
Hi+2(?) -H,(X^) 

rel 

oil Xa,q C Xa designe le transforme strict de Xa,q, ou Y C P designe Veclate de Y en 
I'ideal {K, Q) et ou les fleches non nommees sont induites par les immersions. 

Preuve. — Comme les varietes Xt, t G A \ {0} sont homeomorplies, il suffit de montrer le 
lemme El pour un seul t G A \ {0}. 

En mettant en famille la construction de la section I2.1.2| nous obtenons un voisinage 
tubulaire ouvert Ba,k de s{Xa,k) x {0}, dans P et un petit voisinage A' de dans A tels 
que 

- la famille de varietes a bord ^F^*^, S^'^j est topologiquement triviale; 

- la famille ( -B^V I est localement triviale (et ses fibres sont des fibrations en 
cylindres au-dessus de Xa,k) 

- la variete -B^V s'identifie a la reunion d'un voisinage tubulaire T4 de s{Xa,k) dans 
Xa et d'un voisinage tubulaire Tk de Xa,k dans Xk qui se coupent le long de Xa,k ; 
la variete s'identifie a la reunion des bords et Tik des voisinages tubulaires 
Ta et Tk, 

Pour tout t G A' nous avons done des homeomorphismes 

^rf^K-i^A\TA)U{XK\TK)c:^{XA\s{XA,K))l^{XK\XA,K) et 

Notons Xt^A la composante de F^'^ homeomorphe a Xa \ s{Xa,k) et S^* son bord ; de 
meme, notons Xt K la composante de F*^ homeomorphe a Xk \ Xa,k et S'^' son bord. 



F2 



H,(X^,q) -H,(A'^ \ s{XA,K))^M'^t 



RAX a) -H,(X) 
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Nous avons alors pour tout t E A' 



MXt,A) = MXa\s{Xa,k)) et 

}ii{Xt,Xt,A) = iii{Xt^K,^K) par excision 

= Hj(A'o,i<'5 Sx) par transport plat 

= Hj(X/^,Tft-) par excision 

= B.i{XK,XA,K) par retraction. 

Grace a ces isomorphismes, la suite exacte du lemme El s'identifie a la suite exacte longue 
d'homologie relative du couple {Xt,Xt^A)- La commutativite des diagrammes est evidente. 
□ 

Lemme 6 La projection py '■ P ^ Y induit une equivalence d'homotopies entre Xa \ 
s{Xa,k) e.t Xa \ {Xa,k\Xa,k,q) , et done un isomorphisme canonique Hj(X^ \ ~ 
Hi(X^ \ {Xa,k \ Xa,k,q))- 

Preuve. — Soit Ea le diviseur exceptionnel de 'Py\Xa ' ~^ ^^^^^ projection 
Py\Xa "^^fi^it par restriction 

- un isomorphisme Xa \ {s{Xa,k) U Ea) Xa \ Xa,k, restriction de I'isomorphisme 

Xa \Ea Xa \ Xa,k,q ; 

- un fibre en droites affines Ea \ {s{Xa,k) H Ea) Xa,k,q, inclus dans le fibre en 
droites projectives Ea — >■ Xa,k,q- 

Notons T un voisinage d'un voisinage tubulaire de Xa,k,q dans Xa et T I'image inverse 
de T par Py\Xa ■ ~^ ^^^^^ T est un fibre sur Xa,k,q de fibre Pj^ x A (oii A designe 
un disque ouvert de centre 0). De plus 

- T n Xa \ s{Xa,k) s'identifie a un fibre sur Xa,k,q de fibre C x A ; 

- T n Xa \ {Xa^k \ Xa,k,q) s'identifie a un fibre sur Xa,k,q de fibre I'image de C x A 
par la contraction qui envoie C x {0} sur un point. 

II existe une equivalence d'homotobie entre les deux fibres ci-dessus induisant I'identite 
sur leur bord (qui s'identifie a un fibre sur Xa,k,q de fibre C x S^). □ 

Lemme 7 Le morphisme Y{]^j^i{Xak+q) ^n+i{,Xk, Xa,k) est surjectif. 

Preuve. — Grace a la commutativite du diagramme (ji}, il suffit de montrer la surjectivite 
des morphismes ■ B.n+3(Y) B.n+i{Xk) et bord : B.n+i{Xk) B.n+i{Xk, Xa,k)- La 
premiere resulte de ce que B.n+i{Xk)'^'' = et la seconde de ce que }iN{XA,K)ev = 0. □ 

Lemme 8 Le morphisme Rn-i^Xa \ {Xa,k \ Xa,k,q)) — ^ HN-iiXAK+q) est injectif. 

Preuve. — L'image par (py)* du carre du second diagramme du lemme El donne le dia- 
gramme commutatif 

^n-i{Xa \ {Xa,k \ Xa,k,q)) ^ ^n-i{Xak+q) , 

Uak+q)* 

H^_i {Xa) H^-i {Y) 
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done il suffit de montrer I'mjectivite des morphismes v : Rn^i^Xa \ {Xa,k \ Xa,k,q)) 
Hjv_i(Xyi) et (ja)* : ^n-i{^a) Hjv„i(F). La premiere resulte du lemme 01 puisque 
B.n^2{Xa,k, Xa,k,q) = 0, et la seconde de ce que HAr_i(XA)cv = 0. □ 

Fin de la preuve de la proposition^ — La suite exacte qui constitue la ligne du diagramme 
de la proposition Else deduit de la suite exacte longue du lemmejSlet de risomorphisme du 
lemmeini L'exactitude a gauche et a droite de la ligne du digramme resulte des lemmes|7| 
etjHl La suite exacte qui constitue la colonne de droite est la suite exacte (HI). Si = 1, nous 
avons Hj^{Xa\{Xa,k\^a,k,q) — iiN{^A\{^A,K) et si > 2 La suite exacte qui constitue 
la colonne de gauche est la premiere ligne du diagramme du lemme |S1 Le triangle de gauche 
du diagramme ^ est le triangle du diagramme du lemme El La commutativite du triangle 
de droite du diagramme © et du diagramme ^ s'obtiennent en prenant I'image par (pv)* 
respectivement du triangle du second diagramme et du premier diagramme du lemme 
□ 

2.3.3 Lien avec les travaux de Clemens, Schmid et Steenbrink sur les struc- 
tures de Hodge limites 

La preuve de la proposition jH repose sur I'etude de la famille semi-stable X ^q,k- 
Or I'etude de families semi-stables du point de vue de la monodromie autour de Xq est 
I'objet d'une abondante litterature (c/. ^Cli pour un langage et une situation similaires 
aux notres et ou pour le cas general). Notre point de vue differe du point de vue 
classique en ce que nous introduisons au lemme El une dissymetrie entre les composantes 
de Xq. Cette section est une digression qui compare (sans donner de demonstration) nos 
resultats avec les constructions (essentiellement isomorphes) de jSH, |Hil et |St] . 

Schmid et Steenbrink definissent une structure de Hodge mixte sur la (co)homologie 
d'une fibre hsse d'une degenerescence semi-stable, qui decrit le comportement asympto- 
tique des structures de Hodge lorsque la fibre tend radialement vers la fibre singuliere, 
les espaces de (co)homologie des fibres etant identifiees par transport plat. Dans le cas 
particulier de la famille X ^q.k, cette construction donne une filtration decroissante 
par le poids W sur B.j^{Xak+q), qui verifie 

W-^'-'RNiXAK+Q) ^ RNiXAK+g); 
iy-^-7iy-^H^(XA^+Q) ~ H^_i(XA,^)ev(l); ^ 

W-^/W-^+i-ti^^XAK+Q) ^ H^(X;,)P"-©H^(X;)P"-; 

W-''+'RNiXAK+Q) ^ }iN-liXA,Kr. 

L'operateur T : }In{Xak+q) UNiXAK+q) de monodromie autour de Xq est unipotent et 
I'operateur N = logT = T— Id est la composee de la projection sur W~'^~^ /W~^B.n{Xak+q) 
avec un isomorphisme canonique 

W-''-'/W-''11n{Xak+q) ^ W'^'+'llNiXAK+Qm. 

La filtration F, est une filtration de structures de Hodge mixtes au sens de Schmid et 
Steenbrink. Nous avons en particulier 

W-''-'/W-''Rn{Xak+q) ^ F,/F3Rn{Xak+q) et 
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^ FiRm^Xak+q)- 

Le gradue de la filtration par le poids est done essentiellement equivalent au gadue associe a 
la filtration a 5 termes deduite de la filtration F, en coupant Xa\Xa,k en deux morceaux. 
L'arbitre nous fait remarquer qu'il est possible de deduite la titration F, de la filtration par 
le poids ci-dessus. Malheureusement, nous ne savons pas en deduire la suite exacte courte 
qui constitue la ligne du milieu de la proposition IH et qui est necessaire pour initialiser la 
recurrence a la section 

2.3.4 La filtration quotient 

Dans cette section nous supposons A E et Q E en plus des hypotheses de la 
section precedente. 

Notons H(W)a,k le sous-espace de B.n_2{Xa,k,q) engendre par les classes des com- 
posantes irreductibles de WDXk et par (j^'^Q)*Hiv(XA,ii-). Les espaces H(W) C 'Rn{Xak+ 
et H{W)a,k C }In~2{Xa,k,q) sont 7ri(WA,Q, K)-invariants. 

Lemme 9 Si h]\r_i{XA,K)cv 7^ alors la filtration F,}Ij^{Xak+q) de ■ni(UA,Q, K)-modules 
donne par restriction a H(W)^ la filtration suivante. 

1. F^H{W)^ ^YLm+^{Xa\Xa,k), 

2. F2/F^H{W)^ ~ H{W)Xj„ 

3. F^/F^Hi^W)^ ^ YL^+2{XKr , 

I F4/F3i/(Py)^~Hjv+l(XA,K)ev, 

etF^HiW)^ = H{W)^. 

Grace a la suite exacte (j2I) (pour I'assertion 1), nous obtenons immediatement : 
Corollaire Nous avons 

1. diUiF^H{W)f = h^_2,+2(XA,,)P""^ + \iN-2j+l{XA,K,j)e. i 

2. dim F2/FiH{W)f < hjv_2j(XA,/^,Qj)ev ; 

3. dimFs/F2H{W)f = hM-2j+2iXKj)e. ; 

4. dimF,/FsH{W)f = hr,-2j+l{XA,K,j)e.- 

Preuve. — Nous etudions I'image de H{W) par la filtration F,. Notons [W] C Rn^Xa^q) 
I'espace vectoriel engendre par les classes des composantes irreductibles de W et posons 

Comme le morphisme Jak+q ° Ci(C'(l)) R^^^iY) 11^{Xak+q) s'identifie a la mul- 
tiplication par un scalaire pres au morphisme (Ja^^'^)* ° (ja,q)*, nous avons H{Wy C 
Ua%^'^)*^n{Xa^q)- Comme le triangle de droite du diagramme Q est commutatif, nous 
avons Ua^'^^)* = F2 o 0, done H{Wy C F2}1n{X:ak+q), et, comme hAr_i(XA,x)ev 7^ 0, 
d'apres le lemme Elnous avons Im (a) fl Im (0) = 0, done H(Wy fl FiB.^ (Xak+q) = 0. La 
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projection de H(Wy sur Hjv-2(-^yi,_ft:,Q) est done injeetive. Comme le triangle de gauche du 
diagramme (jHj) est commutatif et que j^qH7v+4(F) = (j^'^Q)*H7v(X^_i^), nous avons 

H{Wy - H{W)a,k C F2/F,R^{Xak+q). (5) 

D' autre part, nous considerons I'espace 

jl^+QH;v+2(r)P™ = Coker (j^^^q o ci(0(1)) ^ ^N+^iY) ^ j*^+QH;v+2(r)), 

oil la fleche est I'inclusion. Le morphisme definit par passage au quotient un iso- 
morphisme H;v+2(>")p"" ^ Ker (H;v(Xx)p™ ^ H;v(^x Les morphismes j^^^+g : 
^N+2iY) }1n{Xak+q) et rel : H^(X^)p™ ^ H;v(Xx,Xax) sont injectifs. Comme 
le diagramme est commutatif, nous avons done 

j:;^+qHjv+2(F)p"°^ ~ Ker (H^(X;,)p"- ^ Hjv(Xk)'=^) C F3/F2Hjv(X^^+q). (6) 

Enfin, comme est inclus dans F2H^(Xax+q) et que j^^+qHjv+2(>')p™ 

s'injecte dans F3/F2B.iy{XAK+Q), de la suite exacte 

nous deduisons done la suite exacte 

^ HiWy ^ J*^^QH^.+2(r)P"- ^ 0, 

et le lemme El resulte des assertions © et (jHI). n 
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3.1 Preuve du theoreme [2] 

Nous adoptons les notations de la section 101 et faisons les hypotheses du theoreme El; 
nous supposons de plus V'''(W) non vide. 

Pour tout F G V^iW) nous identifions ¥Ln{Xp) a H^(X^) par la dualite de Poincare. 
Pour tout A G H(W)^, nous notons H{\) la 7ri(V'^(Vr), F)-representation de monodromie 
engendree par A, h(A) sa dimension et h(A)-'" sa codimension dans H{W)-^. 

L'argument central de la preuve consiste a minorer h(A) pour tout A G H{W)-^ \ {0}. 
C'est I'objet de la proposition suivante qui synthetise les resultats des deux premieres 
parties et dont la preuve occupe la section 

Proposition 5 Pour tout F G V^lW) et pour tout A G H{W)-^ \ {0} nous avons 
1. 



h(A) > min 



/ hN~2i+2(y{e, . , e, d -e,..^.,d- e) , 

i— 1 fois i fois 

hN-2i+i(Y{e, ...,e,d-e,...,d-e)^ 

^^^^ ^^^^^^^^^^ 



\ 



fois 



fois 



i G U 



X ^\ 



oil Y{di, . . . dr) designe une intersection complete lisse de multidegre {di, . . .d^ 
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2. si h(A) > Aye alors h(A)-'- < Ay^e, ou nous avons pose 

Ay^, = \ii,{Y{e)r'^ + 2h^_i(y (e, d - e)\, + h^_2(V'(d, e, - e))e.. 

La proposition suivante donne une estimation de la dimension des espaces d'homologie 
intervenant dans la proposition El Sa preuve occupe la section 13. HI 

Proposition 6 // existe une constante C G qui ne depend que de Y et de 0{1), 
telle que pour tout rG {1,...,A^ + 1}, pour tout r-uplet d'entiers strictement positifs et 
croissants {di, . . . , d^) tels que dj. > C et pour toute intersection complete lisse X G Y de 
multidegre {di, . . . , dr) nous avons 

^ r r 

-dl \[d,< MX)e. < hfc(X) < Cdl J] d,. 

i=l i=l 

ou nous avons pose k = dimX = N + 1 — r. 

Fin de la preuve du theoreme\^ — Comme la 7ri(V'^(iy), -F)-representation de mon- 
odromie sur H{W)-^ preserve la forme d'intersection, elle est somme directe orthogonale 
de ses sous-representations. Elle est done irreductible si et seulement si pour tout A et /x 
dans H{W)^ \ {0} nous avons H{^i) n H{\) ^ 0. 

Choisissons A et dans H(W)-^ \ {0} et supposons d > 2e. 

D'apres I'assertion 1 de la proposition (pour e = [|]), h(A) est minore par la di- 
mension de I'homologie en dimension moitie d'une intersection complete lisse d'hypersur- 
faces de degres [|] et d — [|] ; comme — [f ] > [f ] , d'apres la proposition IHl il existe 
une constante Ci qui ne depend que de Y et de 0(1) telle que, si d > Ci, nous avons 

h(A)>l[f]""^th(;.)>l[f]""^ 

D'autre part, d'apres la proposition El pour les intersections completes de multidegres 
(e), (e, d — e) et (d, e, d — e), il existe une constante C2 qui ne depend que de F et de (9(1) 

telle que Ay^, < Caerf^. Nous avons done i [f]^^^ > Caerf^ > Ay^ pour d > S^+^^ae. 

Supposons d > max (Ci, 3^^^C2)e : nous avons h(A) > Ay^, h(/i) > Ay^^ et, d'apres 
I'assertion 2 de la propositionEl h(yu)"^ < ^y,e, done h(A) > li(/i)^ et H{fi) fl H{X) 7^ 0. □ 

3.2 Preuve de la proposition (H 

Comme V'^{W) est connexe, il est suffisant de montrer la proposition El pour un seul 
F G V^iW) et, au lieu de V^iW), pour un sous-espace de V^iW) contenant F. L'assertion 1 
de la proposition El est done impliquee par les lemmes Uni et [TTl enonces a la section 13.2.11 
La preuve par recurrence du lemme ITT1 occupe les sections f3. 2. 21 et 13.2.31 

La preuve de la seconde assertion ne necessite pas de recurrence ; elle occupe la sec- 
tion Elil 

3.2.1 Preuve de I'assertion 1 : I'enonce de la recurrence 

Posons r = [^^j^] ■ 

Comme le schema W G Y verifie I'assertion (a) de la proposition d les assertions (c) 
et (d) de la proposition HI sont vraies : pour {Ai, . . . , Ar, R) G {I^Y x generique 
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1. Ai, . . . , Ar et R sont en intersection complete ; 

2. pour tout j e {1, . . . , r} le lieu singulier des schemas 

XA,n---nXA, et XA,n---nXA,nXR 

est supporte par W et est de dimension inferieure ou egale a j — 2 et j — 1 respec- 
tivement (par convention, un lieu de dimension —1 est vide) ; 

3. le schema {Xa^ n • • • fl Xa^ n Xr) \ W est lisse et connexe, sauf si = 1. 
Nous fixons (Ai, . . . , Ar, R) E {IwT ^ comme ci-dessus. 

Soit J e {1, . . . , r}. Pour tout (Xi, . . . , Kj^i) e H°(y, {0{d - e))^-^ posons 

Yj^f]XA„K^, et Wj^W nf]XK,. 

i=l i=l 



Pour tout i eN notons 



V'i : HO(r, (0(z)) ^ H'iY^Oit)) et 



J 



^i:H°(r,(OW) ^ R\Y,nXA„0{t)) 



les applications de restriction; notons Vj C H°(Fj,C(i)) et ^Vj C H°(Y^- nX^^,,C(i)) 
les Guvcrts paramctrant (a la multiplication par un scalairc prcs) les hypcrsurfaccs lisses 
de Yj ct dc Yj n Xa^ de classe ci(0(i)). Pour tout P G H°(Fj,C(«)) notons Xpj C Yj 
I'hypersurface associee. 

Pour tout {Kj, ...,Kr)e HO(y, {0{d - e))^-^+i posons 

>V/=|Fev/| F^i;^(j2AiKi + Rj, (x,-,...,x.)eH°(y,(0(d-e)r-^+i|. 

Remarquons que Wf C ^'(VF). 

Nous dirons que {Ki, . . . , Kj^i) est rouge si les varietes Yj et Y,- fl Xa^ sont lisses, de 
dimensions respectivement — 2j + 3 et — 2j + 2, et si I'espace Wj est non vide. 

Lemme 10 // existe un{Ki,..., Kj^i) G H°(r, (C>(ci - e))^"^ rouge. 

Preuve. — D'apres le theoreme de Bertini usucl ct les conditions 1 et 2 sur les Ai et R, 
pour {Ki, . . . , Kj_i) generique les varietes Yj, YjClXA^ et YjClXji sont lisses, de dimensions 
respectivcs — 2j + 3, iV — 2j + 2 et — 2j + 2. En particulier, nous avons '4'j{R) G Wj. 
Done {Ki, . . . , Kj_i) generique est rouge. □ 

Pour tout [Ki, . . . ,Kj_i) rouge et F G W- notons H{W)j C Y{M-2j+2{XF,j) le sous- 
espace engendre par les composantes irreductibles de Wj et par I'image de Hiv-2j+4(^)- 
Le groupe 7ri(VV^, F) agit alors par monodromie sur Hjv-2j+2(-'^F,j)- 

Nous pouvons enfin donner I'enonce de la recurrence : 

Lemme 11 Pour tout j G {1, . . . , r}, {Ki, . . . , Kj_i) rouge et F & Wj^, les dimensions des 
7ri{yV j , F) -representations de monodromie engendrees par les elements de H[W)j- \ {0} 
verifient la minoration de Vassertion 1. 
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3.2.2 Le lemme llll pour j + 1 implique le lemme llll pour j 

Nous fixons j E {I, . . . ,r} et {Ki, . . . , -ft'j-i) rouge. 
Pour tout {Kj, ...,Kr)e H0(F, {0{d - e)Y'^+^ posons 

A = ^-^(A,), K = i^^'^iK,), Q = ijUj2 ^i^i + et F = AK + Q. 

\i=j+i J 

Nous dirons que {Kj, . . . , Kr) E H°(F, {0{d — e)Y^^^^ est bleu si les varietes 

^AJ, ^KJ, ^FJ, ^A,K,j = XA,K,Q,j = H Xqj et Yj+i fl -'^Aj+i 

sont lisses, de codimensions attendues. Remarquons que les trois dernieres conditions im- 
pliquent que {Ki, . . . , Kj^i, Kj) est rouge. 

Pour tout {Kj+i, ...,Kr)e HO(y, {0{d - e))'-^ notons V^i;^ C R^Y, {0{d - e)) I'es- 
pace des Kj tels que {Kj, Kj+i, . . . , Kr) est bleu. D'apres le theoreme de Bertini usuel, 
{Kj.Kj+i, . . . , Kr) generique est bleu ; fixons (-ft'j+i, . . . , Kr) G H°(y, {0{d — e))^~^ tel que 
lequel I'espace V^i~^ est non vide. 

Pour tout Kj G Vbi7u varietes indicees par j verifient alors les conditions de la situa- 
tion generale de la section l2.2.2[ Nous pouvons done raisonner comme dans la section !^. II : 
la variete Xpj est lisse, done pour t G generique la variete XAK+tqj est lisse. Soit px 
le plus petit reel (eventuellement infini) tel que si A C C est un disque ouvert de rayon px 
et de centre 0, alors pour tout t G A \ {0} et j G {1, . . . , r} la variete X^K+tQj est lisse. 
Posons 

^ = {K,eV^^: I PK>1}. 

Le groupe 7ri(W, Kj) agit par monodromie sur B.N^2j+2{XFj) via I'application U Wj, 
Kj ^ Fj. Notons V^^qj, ^Vf'", ^Vq'- et Wa,qj les analogues des espaces V^q, ^V"'-^ 
^Vq""^ et Ua,q des sections 12.2.21 et 12.3.11 pour les varietes indicees par j. Nous avons 
ipj(p() C UA,Q,j, done le groupe •niiU.Kj) agit sur les espaces 

- HAr_2,+2(X^,, \ {Xa,k,j \ Xa,k,q,,)) via vri(^Vj7/, K), 
YL^-2,+2{^aAXa,k,j) Via 7rl(^V/-^ir), 

- Yi^-2,+2{XK,,T Via v^l(V/-^ir) et 

- Hjv-2,+i(X^,i^,,)ev via 7rl(^V/-^ir). 

Lemme 12 Les applications : U ^ Vf'^, : U ^V^;/ et : W ^ ^V/"" 
induisent des morphismes de groupes fondamentaux surjectifs. 

Preuve. — Le lemme resulte des faits suivants : 

- C*U = Vbi^u, done U et V^j^^ sont homotopes; 

- les applications ip] : V^^i"^ ^ V/"" n ImV'l et : V^^;^ ^V^;/ H Im^z^| sont 
dominantes, a fibres connexes ; 

- les inclusions Vf'" n ImV^| C Vf'" et ^Vg'f n Im?/;| C ^Vq7/ induisent des mor- 
phismes de groupes fondamentaux surjectifs par le theoreme de Zariski : en effet, les 
applications ipj et ^ipj ne sont en general pas surjectives, mais comme 0{d — e) est 
tres ample, les images de ipj et "^^l s'identifient a I'espace des sections hyperplanes 
des varietes Yj et Xaj pour le plongement projectif de Y defini par 0{d — e) ; en 
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particulier, les images de ipj et ^ipj rencontrent transversalement les hypersurfaces 
discriminantes des espaces R'^iYj, 0{d — e)) et H°(X^j,(9((i — e)), oii les varietes 
Xkj, XA,K,j et XA,K,Q,j sont singulieres; 
- ^V^7/ C '^Vf-^ est un ouvert de Zariski. □ 

Pour toute niiVVj, F)- et niiU, -ft'j)-representation E notons m^E" et m^i? respectivement 
la dimension minimale d'une sous-representation non nulle (si -E = nous convenons que 
iRjE = oo). Nous avons 

Lemme 13 Si h.N-2j+i{XA,K,j)eY ^ et h.N_2j+2{XK,j)ev 7^ dors 

1. mj FiH{W)j > hjv-2,+i(X^,i^,,)ev ; 

2. m, F2/F,H{W)f = mf^, H{W)f^, ; 

3. m, F^/F2H{W)f = h;v-2,+2(XK,i)ev / 

4. m,F^/F^H{W)f = {Xa ,K,j)cv 
Preuve. — D'apres les lemmes l9l et fT2| 

1. resulte de la proposition |21; 

2. resulte de ce que, comme {Kj,...,Kr) est bleu, {Ki, . . . , Kj^i, Kj) est rouge et 
XA,K,Q,j C Yj+i est riiypersurface definie par ip^^^ (ZlLj+i ^i^i + -R) G W^+i ; 

3. resulte de I'irreductibilite de Taction de TTi{Vj~'^ , K) sur }iN-2j+2iXK,jY'' 

4. resulte de I'irreductibilite de Taction de 7ri{Vj~'^,K) sur B.N-2j+i{XA,K,jY^ ■ ^ 

Nous devons minorer mYH{W)f. Comme mj^iJ(Tr)^ > mjH{W)f, le lemme IT^ implique 
Tenonce suivant, qui montre que le lemme ITTl pour j + 1 implique le lemme ITTl pour j : 

Corollaire Pour tout j G {1, . . . , r}, 



3.2.3 Preuve du lemme 1111 pour j 



r 



Cas N = 2r — 1. — Nous avons H{W):lr_^i = et le corollaire du lemme ITHl implique 
T assert ion 1. □ 

Cas N = 2r. — Nous ne pouvons appliquer le corollaire du lemme IT^parce que mj^j^ H{W):j:^i 
iRj F^ / F'^H(W);I: est trop petit. Le corollaire du lemme IT3l implique seulement qu'il suffit 
de minorer m^ F^H{W):^. 

Lemme 14 L'espace H{W)r C }i2{XF,r) contient les classes de toutes les composantes 
irreductibles de la courbe Xa,q,t- 

Preuve. — Le schema Wr est un sous-schema de la courbe Xa,q,t- Notons W^. Tadherence 
de XA,Q,r \ Wr dans XA,Q,r '■ nous avons Xa^q^v = U W^. Par la condition 3 sur les Ai, le 
schema \ (W^nWr) est connexe et lisse, done le schema est une courbe irreductible. 
D'une part les classes des composantes irreductibles de Wr appartiennent par definition a 
H{W)r, d'autre part, comme XA,Q,r = XA,r H Xp^r, la classe de XA,Q,r est la restriction a 
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H2{Xp^r) de la classe de X^^r dans H^iYr), done appartient aussi a H{W)r- Ceci implique 
que la elasse de appartient a H{W)r- □ 

L'espace F2B.2{XQ^r) s'identifie a B.2{X A,r\{X A,K,r\X A,K,Q,r)) par la propositionHlpour 
les varietes indicees par r. Comme le triangle de droite du diagramme (jHl) est commutatif, 
le lemme HH implique Im0 C F2H{W)r, done soit F2H(W)^ = soit F2H(W):lr rencontre 
B.]y{XA,r \ {XA,K,r \ XA,K,Q,r)) \ Ini0. La proposition El et le lemme IT^ impliquent alors 
uij F^H{W):^ > hi(XA,K,r)ev et le lemme [HI est vrai. □ 



3.2.4 Preuve de I'assertion 2 

D'apres le corollaire du lemme IHl nous avons 

AY,e > dimFiH{W)^ + dim F2/FiH{W)^ + dim F J FsH{W)^ 
> dim H{W)^ - dimFs/F2H{W)^. 

La condition h(A) > Ay^e implique done F^/ F2H{\) ^ 0. Or d'apres le lemme ITSj m\F'ilF2Fl{W^^ = 
dimF3/F2H{W)^, done F^/F2H{\) = F^/F2H{W)^, done li(A) > dimF^/ F2H{W)^ et 
h(A)^ < dim H{W)^ - dim F-i/F2H{W)^ < Ay^^. □ 



3.3 Preuve de la proposition El : les estimations asymptotiques 



Soit = S^=o(~^)*'^«("^) caracteristique d'Euler de X, soient Tx et Ty les 

fibres tangents respectifs de X et de F, et soient ciTx) et c(Ty) leurs classes de Chern 
totales. Nous posons r] = ci(0(l)) et c (Ty) = ^^g^ Cj(Ty), et nous notons Qi{di, . . . ,dr) 
le coefficient de degre /c — i en t de la serie entiere Nous avons alors 



ly {1 + dlT]) . . . {1 + drV) 



^^""^ ^ Jx'^^^^^Lil + d.,)...il + d.,)-Ud^Jy 

' r \ k 

lldAj2 Q^idl, . . . , dr) V^'^'-'ciTy). 



D'une part il existe une constante Cr G M!^ qui ne depend que de r telle que pour tout 
i G {0,...,k} nous avons d^~^ < \Qi{di, . . . ,dr)\ < Crd'^~\ D'autre part, il existe une 
constante Ct G M."^ qui depend de Y et de Oy{l) telle que pour tout z G {1, . . . , r} nous 
avons Jy7]^+^-'ci{Ty) < Ct- Posons = max{{N + l)Cra | r G {!,..., 1}). 
Comme JyTi^^^coiTy) = fYV^~^^y nous avons 1 < r7^''"^co(Ty). Nous en deduisons 

(l - ^] dtfld, < \x{X)\ < CAlld^. (7) 

^ ^ 1=1 i=l 

Or la theorie de Lefschetz donne 

hi{X) = hiiY) pour 2 G {0,...,A;-1} ; 
lifc(X) = hfc(X)ev + lifc(r) ; 

li,(X) = h2fc_i(X) = h2fc_i(r) = li2,H.,(r) pour zG {A; + l,...,2fc}. 
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Posons Ch = EJir^ Nous avons done 

(-1)\(X) -Ch< hfc(X)e. < hfc(X) < + Ch. 

La proposition ini resulte de cette inegalite et de I'inegalite ((Tj) pour dr > 2C^ + 2Ch- n 
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